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УДК 539.3 
Е. Г. ЯНЮТИН, Г. А. ГНАТЕНКО, П. А. ЕГОРОВ 
НЕСТАЦИОНАРНОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ ПОДКРЕПЛЕННЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ОБОЛОЧЕК 
Предложен метод идентификации нестационарной нагрузки, воздействующей на шарнирно-опертые подкрепленные цилиндрические обо-
лочки. Рассмотрены два случая: подкрепление деформирующегося объекта по всей длине охватывающей оболочкой, подкрепление ребрами 
жесткости, ширина которых мала по сравнению с длиной оболочки. В качестве вспомогательного этапа решения основной задачи приводит-
ся решение прямой задачи по исследованию деформированного состояния системы, достоверность которого подтверждается путем сопос-
тавления с МКЭ. Достоверность решения задачи идентификации подтверждена путем сопоставления с исходными данными соответствую-
щей прямой задачи. Интегральные уравнения Вольтерра, получаемые при решении задач, анализируются численно. Некорректность постав-
ленных задач преодолевается с использованием метода регуляризации А.Н. Тихонова. 
Ключевые слова: оболочка, ребро жесткости, условие контакта, ряд Фурье, преобразование Лапласа, метод регуляризации. 
Є. Г. ЯНЮТІН, Г. О. ГНАТЕНКО, П. А. ЄГОРОВ 
НЕСТАЦІОНАРНЕ ДЕФОРМУВАННЯ ПІДКРІПЛЕНИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ ОБОЛОНОК 
Запропоновано метод ідентифікації нестаціонарного навантаження, яке діє на шарнірно-обперті підкріплені циліндричні оболонки. Розгля-
нуто два випадки: підкріплення об’єкту, що деформується, за всією довжиною оболонкою, що охоплює дану, підкріплення ребрами жорст-
кості, ширина котрих є малою у порівнянні з довжиною оболонки. У якості допоміжного етапу розв’язку основної задачі наводиться 
розв’язок прямої задачі з дослідження деформованого стану системи, достовірність якого підтверджується шляхом зіставлення з МСЕ. До-
стовірність розв’язку задачі ідентифікації підтверджена шляхом зіставлення з вихідними даними відповідної прямої задачі. Інтегральні рів-
няння Вольтерра, які отримані при розв’язку задач, аналізуються чисельно. Некоректність поставлених задач долається за допомогою мето-
ду регуляризації А. Н. Тихонова. 
Ключові слова: оболонка, ребро жорстокості, умова контакту, ряд Фур’є, перетворення Лапласа, метод регуляризації. 
YE. G. YANYUTIN, G. A. GNATENKO, P. A. YEGOROV 
NONSTATIONARY DEFORMATION OF REINFORCED CYLINDRICAL SHELLS 
The article suggests a method of identifying nonstationary load acting on hinged reinforced cylindrical shells. Two cases are considered: reinforcement 
of a deformable object along the entire length with enclosing shell, reinforcement with stiffeners whose width is small compared to the length of the 
shell. As a substep of solving the main problem, the solution of the direct problem of studying the deformed state of the system is given. The reliability 
of solving the direct problem is confirmed by comparison with FEM. The reliability of the identification problem solution is confirmed by comparison 
with the initial data for the corresponding direct problem. Volterra integral equations obtained in the process of solving the problems are numerically 
analyzed. The ill-posedness of the problem is succeeded with using Tikhonov’s regularization method. 
Key words: shell, stiffener, contact condition, Fourier series, Laplace transformation, regularization method. 
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Введение. Зачастую в процессе проектирования различных конструкций, в частности оболочечного типа, 
возникают вопросы правильного выбора величины и характера изменения во времени воздействующих нагру-
зок, которые, как правило, являются неизвестными. Их знание позволяет уже на стадии создания конструкции 
произвести прочностной расчет в полном объеме и установить наиболее удачные параметры исследуемой кон-
струкции с целью обеспечения заданной прочности, несущей способности и долговечности. Упомянутое приво-
дит к необходимости решения так называемых обратных задач, а именно задач, заключающихся в обращении 
причинно-следственных связей между деформациями и нагрузками. 
Современные математические методы и вычислительная техника позволяют решать весьма сложные об-
ратные задачи. Однако, принципиальные трудности, возникающие в процессе решения таких задач, требуют 
разработки специальных подходов и методов их исследования. Разработке методов решения обратных задач в 
области нестационарной механики деформируемого твердого тела для конструкций в виде подкрепленных обо-
лочек и посвящено данное исследование. 
 
Анализ последних исследований. Решение многих практических задач, связанных с исследованием дина-
мического деформирования оболочек, приведено в монографии [1]. Авторами исследованы проблемы нестацио-
нарной динамики конструктивно неоднородных оболочечных конструкций: оболочки с отверстиями, дискретно 
подкрепленные оболочки, многослойные оболочки, оболочки с жидкостью. Представлены результаты исследо-
вания напряженно-деформированного состояния при нестационарных осесимметричных и неосесимметричных 
нагрузках в широком диапазоне изменений геометрических и физико-механических параметров объектов. Рас-
смотрены различные численные алгоритмы решения начально-краевых задач теории подкрепленных оболочек и 
приведены численные результаты по динамическому деформированию указанных конструкций.  
В публикациях [2, 3, 4] приведены результаты исследований динамики оболочечных конструкций при 
взрывных нагрузках. С применением различных моделей исследовано нестационарное деформирование взрыв-
ных камер. 
Значительное число исследований, направленных на решение прямых и обратных задач, содержится в мо-
нографиях [5, 6]. Развитие методов идентификации нестационарных нагрузок, воздействующих на различные 
механические объекты, в особенности составные и подкрепленные, представляет значительный интерес. 
 
Постановка задачи. Рассмотрим процесс деформирования подкрепленных изотропных круговых цилинд-
рических оболочек. В первом случае механическая система состоит из вложенных друг в друга без зазора и на-
тяга двух цилиндрических оболочек одинаковой длины, деформирующихся осесимметрично (рис. 1, а). При со-
вместном деформировании нормальные перемещения оболочек совпадают по всей их длине. Условия контакта 
сопряженных поверхностей оболочек исключают их взаимное проскальзывание, вследствие чего осевые пере-
мещения оболочек совпадают на цилиндрических поверхностях контакта. Этими поверхностями контакта для 
внутренней оболочки является внешняя лицевая поверхность, а для охватывающей оболочки – её внутренняя 
лицевая поверхность. К внутренней оболочке прикладывается некоторая нормальная возмущающая нагрузка, 
равномерно распределенная по некоторому участку вдоль длины оболочки, вследствие чего рассматриваемая 
система оболочек совершает колебания. Схема системы вложенных оболочек и прикладываемой к ней нагрузки 
изображена на рис. 1, а. 
Во втором случае подкрепление оболочки осуществлено с помощью присоединения ребра жесткости, ши-
рина которого мала по сравнению с длиной объекта исследования (рис. 1, б). Подкрепляющее ребро жесткости 
закреплено без возможности проскальзывания. К внутренней поверхности оболочки приложена распределенная 
нестационарная сила. 
 
 
 
а б 
Рис. 1 – Схемы исследуемых механических систем: 
а – подкрепление по всей длине; б – подкрепление ребром, ширина которого мала по сравнению с длиной оболочки. 
На рисунке: w – радиальные перемещения; u – осевые перемещения; ψ  – угол поворота нормали к срединной поверхности; 
l  – длина оболочки; 21,, hhh  – толщины оболочек; 21,, aaa  – радиусы оболочек; pl  – ширина ребра жесткости; 
ph  – толщина ребра жесткости; ( )P t , ( )q t  – возмущающие нагрузки; 2 pb  – ширина площадки нагружения; 
px  – координата приложения нагрузки либо расположения ребра жесткости на рис. а и б соответственно. 
 
В рамках решения обратной задачи необходимо идентифицировать возмущающее воздействие, при этом 
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одна из кинематических характеристик движения оболочки (радиальное, осевое перемещение, угол поворота 
нормали к срединной поверхности) или деформация в некоторой точке является известной. Как вспомогатель-
ный этап, решению обратной задачи по поиску неизвестного возмущающего воздействия будет предшествовать 
решение прямой задачи по исследованию деформированного состояния оболочки под действием известной на-
грузки. 
 
Решение прямой задачи. Изучение процесса деформирования дискретно-структурной механической сис-
темы (рис. 1, а) можно производить на основе подходов, опубликованных в [7]. Так, для каждого слоя можно 
принять справедливой гипотезу ломаной нормали. В соответствии с этой гипотезой, нормаль к срединной по-
верхности слоя до деформации остаётся прямолинейной и после деформации, но не перпендикулярной к дефор-
мированной координатной поверхности. 
Для исследования деформирования оболочек воспользуемся уравнениями, учитывающими влияние инер-
ции вращения и поперечного сдвига [8]: 
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где 1; 2j = – индекс, обозначающий параметры внутренней и наружной оболочек соответственно; jE '  – модуль 
упругости материала оболочки; jυ  – коэффициент Пуассона; jk  – коэффициент сдвига; ja  – радиус срединной 
поверхности; jh  – толщина оболочки; l – длина оболочки; ( , )jn tξ , ( , )jq tξ , ( , )jm tξ  – интенсивность сил и 
моментов, действующих на оболочку; ξ  – безразмерная координата. 
Рассмотрим более детально некоторый участок оболочек и воздействующие на них нагрузки (рис. 2). 
На рис. 2 изображены фрагменты контактирующих оболочек, а также все нагрузки, воздействующие в об-
ласти контакта на каждую из оболочек ( ( , )j jn tξ  и ( , )j jq tξ  – осевые и контактные реакции соответственно). 
Подчеркнем, что в процессе деформирования на сопряженных поверхностях оболочек возникают некото-
рые неизвестные нагрузки. В соответствии с применяемой теорией деформирования оболочек и условием кон-
такта сопряженных поверхностей, запишем следующие кинематические зависимости: 
w
u
q ( t )2 2
q ( t )1 1
n ( t )1 1
n ( t )2 2
h 2
h 1
 
 
Рис. 2 – Участок системы вложенных оболочек. 
( ) ( )1 1 2 2, ,w t w tξ ξ= ; 
( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 1 1 2 2 2 2, , , ,2 2
h h
u t t u t tξ ψ ξ ξ ψ ξ+ = − .  (2) 
Справедливы и следующие динамические соот-
ношения между функциями нагрузок: 
( ) ( )1 1 2 2, ,q t q tξ ξ= − ;  ( ) ( )1 1 2 2, ,n t n tξ ξ= − .    (3) 
Осевые нагрузки, возникающие на поверхности 
каждой оболочки, можно заменить нагрузками на ней- 
тральной линии, а именно: соответствующими осевой нагрузкой и изгибающим моментом ( )0.5 ,j j jh n tξ⋅ . 
Приведенная система уравнений (1) такова, что из неё путем элементарных алгебраических операций мож-
но исключить все контактные нагрузки: нормальные, касательные и моментные. Если обозначить через 
1 2w w w= = , то на основе уравнений (1) получим следующую систему уравнений: 
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где ( )1;q tξ  – функция возмущающей нагрузки, прикладываемой к первой оболочке. 
Укажем, что рассматривается только случай внешней нагрузки, приложенной к внутренней оболочке, как 
основному объекту исследования. 
Запись системы уравнений (4) несколько упростится, если ввести следующие величины: 
2 1 ;EC E E′ ′=   
2
1 1 2 2
2
2 2 1 1
(1 )
.
(1 )t
t EC
t E
ρ ν
ρ ν
−
= =
−
                                                           (5) 
Из второго соотношения в (2) вытекает следующее равенство: 
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                                                                      (6) 
После подстановки выражений (5) и (6) в уравнение (4) получим следующую систему дифференциальных 
уравнений: 
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где t  – безразмерное время; 21 1 1 1(1 )t t t E l ρ ν= = − . 
В соответствии с принятыми граничными условиями (шарнирное опирание оболочек по торцам с возмож-
ностью проскальзывания шарнира вдоль оси Ox ) разложение искомых функций может быть найдено в виде 
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где k kλ pi= , ( ) ( )1, ,t tψ ξ ψ ξ= . 
Подставим разложения (8) в систему уравнений (7) и, применив к ним преобразование Лапласа по пере-
менной времени t , перейдем к следующей алгебраической системе для изображений искомых функций: 
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где ( )LkQ s  – изображение функции, характеризующей воздействующую на механическую систему нагрузку, 
( ) ( )
12
1 0
2
, sink k
lQ t q t d
E
ξ λ ξ ξ=
′
∫ . 
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Рис. 3 – Изменение параметров оболочки: а – радиальных перемещений; б – осевых перемещений; в – деформаций. 
 
Решив систему уравнений (9) методом Крамера, получим следующие выражения для определения изобра-
жений искомых коэффициентов: 
( ) ( ) ( );L Ujk jk ku s s s= ∆ ∆   ( ) ( ) ( );L Wk k kw s s s= ∆ ∆   ( ) ( ) ( ) ,Lk k ks s sψ Ψ= ∆ ∆                        (10) 
где ( )Ujk s∆ , ( )Wk s∆ , ( )k sΨ∆  и ( )k s∆  – вспомогательные и главный определители матриц, составленных из ко-
эффициентов системы линейных уравнений (9). Явные выражения для определения соответствующих определи-
телей здесь не приводятся, поскольку они вычислялись непосредственно на ЭВМ. 
Переход от изображений функций к их оригиналам осуществляется путем выполнения обратного преобра-
зования Лапласа. Искомые выражения для кинематических параметров на основании (8) запишутся в форме ря-
да, как это показано далее на примере функции прогиба w  
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( ) ( ) ( )( ) ( )
2 4
1 1 10
sin sin cos4
, sin
2
Wt
k ikk P k b k
ik
k k ikk i
l
w t P t d
E
ωλ ξ λ ξ λ ξξ τ ω τ τλ ω
∞
= =
∆
= − −
′ ′∆∑ ∑∫
,                      (11) 
где ikω  – модули мнимых корней уравнения ( ) 0k s∆ = ; ( )P t  – временная составляющая функции ( ),q tξ . 
При исследовании деформированного состояния оболочки зачастую возникает необходимость определения 
деформаций, возникающих вдоль оси Ox . Деформации определяются по следующей зависимости: 
,x
u
z
x x
ψ
ε
∂ ∂
= +
∂ ∂
                                                                            (12) 
где z  – расстояние до нейтральной поверхности оболочки. 
В случае измерения деформаций на внешней поверхности охватывающей оболочки и с учетом соотноше-
ний (6) можно записать следующее выражение для определения осевых деформаций: 
2 1 1 1
2
1 2 .
2x
u u h
l
ψ
ε ξ ξ ξ
∂ ∂ ∂ 
= − − ∂ ∂ ∂ 
                                                                (13) 
Тестовая задача решена с использованием следующих исходных данных: длины оболочек 1.5l =  м, внут-
ренняя оболочка ( 1 0.215h =  м; 1 0.289a =  м) изготовлена из стали ( 31 7850 кг/мρ = ; 111 2.1 10E = ⋅  Па; 1 0.3v = ), а 
внешняя оболочка ( 2 0.0215h =  м; ( )2 1 2 10.5a h h a= + + ) изготовлена из титана ( 32 4600 кг/мρ = ; 
11
2 1.1 10E = ⋅  Па; 1 0.33v = ). Нагрузка определяется координатами: 0.6px =  м; 0.15pb =  м. 
На рис. 3 изображены графики изменения прогиба w , осевого перемещения u  и осевых деформаций xε , 
возникающих на внешней поверхности наружной оболочки, в точке 0.9x =  м. 
Кривая 1 соответствует функции, возмущающей нагрузки во времени, кривые 2 и 3 – указанные кинемати-
ческие параметры, рассчитанные с помощью предлагаемого метода и рассчитанные с применением метода ко-
нечных элементов (МКЭ) соответственно. 
Кривые, приведенные на рисунках, демонстрируют хорошее согласование результатов, полученных прин-
ципиально различными методами. Это свидетельствует о достоверности разработанной методики решения пря-
мых задач для вложенных цилиндрических оболочек. 
В случае подкрепления оболочки концентрическими ребрами жесткости (рис. 1, б), колебания оболочки 
под действием осесимметричной системы сил также можно рассматривать с использованием механической мо-
дели типа модели Тимошенко [8]. Переходя к безразмерным времени и координате вдоль оси оболочки согласно 
зависимостям: 
x lξ= , pt tT= , 
где l  – длина оболочки; ( )2 2(1 ) /T l Eρ υ= − ; будем иметь: 
2 2 2
2 2
2 2 2 2
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2 2 2 2 2 2
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l k w l k T M t
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υ ψ ξξ ξ ρξ
ψ ψψ ξξ ξ ρ
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− + = ∂∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂
+ − + − = ∂ ∂∂ ∂
 ∂ ∂ ∂
− + − − = −
 ∂ ∂ ∂
                                   (14) 
Здесь E  – модуль упругости материала оболочки, υ  – коэффициент Пуассона, ρ – плотность материала 
оболочки, a  – радиус срединной поверхности, h  – толщина оболочки, 'k  – коэффициент сдвига, ( ; )xP x t , 
( ; )zP x t , ( ; )xM x t  – интенсивность сил и моментов, действующих на оболочку. 
Наличие ребра жесткости на оболочке обуславливает возникновение соответствующих контактных сил и 
моментов: 
( , ) ( )[ ( ) ( )];x x p p pP t p t H H l lξ ξ ξ ξ ξ= − − − − −  
( , ) ( , ) ( )[ ( ) ( )];z z p p pP t Q t p t H H l lξ ξ ξ ξ ξ ξ= − − − − −  
( , ) ( )[ ( ) ( )]
2x x p p p
hM t p t H H l lξ ξ ξ ξ ξ= − − − − .                                                 (15) 
Решение системы дифференциальных уравнений (14) при нулевых начальных условиях и граничных усло-
виях, соответствующих шарнирному опиранию, также можно найти в виде разложения в ряды Фурье, аналогич-
ном (8). 
Колебания ребра жесткости можно моделировать уравнениями стержневой теории, приведенными в [9]: 
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                                                          (16) 
где zI  – момент инерции относительно оси z ; pI  – полярный момент инерции; zpp , xpp , pM  – радиальная и 
осевая силы и момент внешних сил, отнесенные к единице длины ребра. 
Условия контакта исключают проскальзывание ребра на поверхности оболочки. Предполагается, что ши-
рина зоны контакта оболочки с ребром по сравнению с длиной оболочки мала, поэтому условия контакта можно 
записать, как следующие: 
( ) ( ; ) ; ( ) ( ) ( ; ) ( ; ) .
2 2
p p
p p
p p
l l
l l
p
p p p
p p
hl l h
w t w t d u t t u t t d
l l
ξ ξ
ξ ξ
ξ ξ ψ ξ ψ ξ ξ
+ +
 
= − = + 
 
∫ ∫                      (17) 
Решив систему дифференциальных уравнений (16) с использованием преобразования Лапласа при нулевых 
начальных условиях для безразмерного времени, на основе условий контакта (17) получаем систему интеграль-
ных уравнений Вольтера, дальнейшее решение которой строится в последовательности, аналогичной (7). 
 
Решение обратной задачи. Задача идентификации нестационарной нагрузки, воздействующей на систему 
вложенных цилиндрических оболочек, заключается в отыскании неизвестной нагрузки, воздействующей на од-
ну из оболочек системы. В данном случае производится восстановление нагрузки, воздействующей на внутрен-
нюю оболочку, по данным, регистрируемым в одной из точек на наружной стороне охватывающей оболочки. В 
качестве примера рассмотрим случай идентификации нагрузки по данным прогиба ( )w t , который описывается 
заданной функцией во времени. 
Для решения указанной задачи рассмотрим выражение (11) по определению прогиба ( )w t . Выражение бу-
дет линейным интегральным уравнением Вольтерра I-го рода относительно функции ( )P t . Перепишем это 
уравнение в следующем виде: 
( ) ( ) ( )
0
, ,
t
w t P K t dξ τ τ τ= −∫ɶ                                                                   (18) 
где ( ) ( )( )
2 4
1 1 1
4 1
sin sin cos sin
2
W
k ik
k P k b k ik
k k ikk i
lK t t
E
ωλ ξ λ ξ λ ξ ωλ ω
∞
= =
∆
= −
′ ′∆∑ ∑
; ( ),w tξɶ  – задаваемый прогиб, который при 
решении обратной задачи считается известным. 
При решении уравнения (18), вследствие некорректности задачи, будем использовать метод регуляризации 
А. Н. Тихонова. С этой целью воспользуемся матричной формой записи уравнения (18), применив аппроксима-
цию входящих в выражение интегралов 
,= ⋅Ww A Pɶ                                                                                  (19) 
где wɶ  – вектор-столбец, соответствующий функции прогиба w ; P  – вектор-столбец возмущающей нагрузки; 
WA  – некоторый конечно-разностный аналог оператора, соответствующий ядру ( )K t τ− . 
Последующее применение метода регуляризации А.Н. Тихонова, подробное описание которого изложено в 
[5, 6], приведет к решению системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) следующего вида: 
( ) ,T Tα⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅W W WA A C P A wɶ                                                                   (20) 
где TWA  – транспонированная к WA  матрица; C  – симметричная трехдиагональная матрица, схема заполнения 
которой рассмотрена в [5]; α  – параметр регуляризации. 
Решение СЛАУ (20), в сочетании с рациональным подбором входящего в систему параметра регуляризации 
α , позволяет найти значение искомого вектора нагрузки P . 
Далее рассмотрим численные примеры идентификации нестационарного воздействия в виде двух синусои-
дальных полуволн с разной амплитудой, которые являются разнесенными вдоль оси времени. Результаты таких 
исследований для обратной задачи показаны на рис. 4. 
На рис. 4, а приведены результаты восстановления нестационарной нагрузки, воздействующей на оболочку 
с геометрическими и механическими параметрами, рассмотренными при решении прямой задачи. Идентифика-
ция производилась по данным прогиба ( )w tɶ , регистрируемым в сечении с координатой 0.6ξ = . 
Кривая 1 соответствует исходным значениям прогиба, полученным в результате решения прямой задачи, с 
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применением МКЭ; кривые 2, 3 – нагрузка, задаваемая при моделировании соответствующей прямой задачи и 
нагрузка, идентифицированная в процессе решения обратной задачи. 
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Рис. 4 – Результаты восстановления нагрузки: а – по прогибам; б – по деформациям. 
 
Также приведены результаты решения обратной задачи при идентификации по данным осевых деформаций 
xε  (рис. 4, б). Нумерация кривых на рисунке соответствует нумерации на рис. 4, а. Данные, представленные на 
рис. 4, свидетельствует о том, что процедура идентификации внешних нагрузок по значениям осевых деформа-
ций и по нормальным перемещениям одинаково эффективна. 
Решение обратной задачи для оболочки, подкрепленной ребром (ребрами) жесткости, вызывает необходи-
мость решения системы интегральных уравнений Вольтера I-го рода, составленной на основе условий контакта 
и уравнения, описывающего изменение во времени одной из кинематических характеристик движения точки 
оболочки или деформации в некоторой точке. При этом присоединение каждого дополнительного ребра повле-
чет за собой необходимость введения дополнительной пары условий контакта. Решение получаемой при дис-
кретизации СЛАУ можно произвести с использованием обобщенного метода Гаусса в совокупности с регуля-
ризацией А. Н. Тихонова в виду некорректности поставленной задачи. 
 
Выводы. В данной работе предложен метод идентификации временной составляющей нагрузки, воздейст-
вующей на шарнирно-опертые подкрепленные оболочки. Достоверность полученного решения тестовой задачи 
подтверждена сопоставлением с заранее известной функцией нагрузки. Ценность продемонстрированных под-
ходов, используемых при решении прямой и обратной задач деформирования оболочек, заключается в возмож-
ности исследования составных конструкций, части которых изготовлены из различных материалов. Отыскание 
неизвестных нагрузок, воздействующих на подкрепленные оболочки, позволяет оценить напряженно-деформи-
рованное состояние ответственных конструкций с целью дальнейшего улучшения их свойств. 
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